
Ðàçáèåíèÿ, òîæäåñòâà è êëåòî÷êè

Ïåíòàãîíàëüíîå òîæäåñòâî Ýéëåðà

Âî âñåõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçáèåíèåì íà ñëàãàåìûå, ñ÷èòàåòñÿ,

÷òî âñå ñëàãàåìûå íàòóðàëüíûå è (åñëè íå ñêàçàíî èíîå) ìîãóò ïîâòî-

ðÿòüñÿ, à ïîðÿäîê èõ ñëåäîâàíèÿ íå âàæåí.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà åãî êîëè÷åñòâî ðàç-

áèåíèé â ñóììó ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàç-

áèåíèé íà íå÷¼òíûå ñëàãàåìûå.

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n íà íàòóðàëüíûå ñëàãàåìûå
è îáîçíà÷èì ÷åðåç p(n) êîëè÷åñòâî âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé íà k ñëàãàåìûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàç-

áèåíèé, â êîòîðûõ íàèáîëüøåå ðàâíî k.
3. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî p(n+ 2) + p(n) ⩾ 2p(n+ 1).

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ̸= 3k2±k
2 êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n íà ñóììó ÷¼ò-

íîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé n íà

ñóììó íà íå÷¼òíîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ, à ïðè n = 3k2±k
2

ðàçáèåíèé íà ñóììó ÷¼òíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ íà (−1)k áîëüøå.

5. Äîêàæèòå òîæäåñòâî Ýéëåðà
∞∏
n=1

(1− xn) =
+∞∑

n=−∞
(−1)nx

3n2+n
2 .

6. Ïîëîæèì φ(x) =
∞∏
n=1

(1 − xn) è π(x) =
∞∑
n=0

p(n)xn, ãäå p(0) = 1. Äîêà-

æèòå òîæäåñòâî φ(x)π(x) = 1.
7. Âû÷èñëèòå p(13).

Çàäà÷êè íà ðàçáèåíèÿ

8. Ó îñëèêà Èà-Èà åñòü k ïàëî÷åê íàòóðàëüíîé äëèíû, ñóììà äëèí êî-

òîðûõ ðàâíà n. Îñëèê õî÷åò âûëîìàòü èç íèõ k ïàëî÷åê: äëèíû 1,
äëèíû 2, . . . , äëèíû k. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n Èà-Èà çàâåäîìî

ñìîæåò ýòî ñäåëàòü?

9. Â îáðàùåíèè åñòü ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 1, 2, 5, 10, 20, 50 êîïååê è 1
ðóáëü. Èçâåñòíî, ÷òî k ìîíåòàìè ìîæíî íàáðàòüm êîïååê. Äîêàæèòå,

÷òî m ìîíåòàìè ìîæíî íàáðàòü k ðóáëåé.

10. Íà äîñêå íàïèñàíî íåñêîëüêî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë: a0, a1, a2,
. . . , an. Íà äðóãîé äîñêå ïèøóò ÷èñëà: b0 � ñêîëüêî ÷èñåë íà ïåðâîé

äîñêå, b1 � ñêîëüêî òàì ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû, b2 � ñêîëüêî ÷èñåë,
áîëüøèõ äâîéêè, è ò.ä., ïîêà îíè ïîëîæèòåëüíû. Íà òðåòüåé äîñêå

ïèøóò ÷èñëà c0, c1, c2, . . . , ïîñòðîåííûå ïî ÷èñëàì âòîðîé äîñêè ïî

òîìó æå ïðàâèëó. Äîêàæèòå, ÷òî íàáîðû ÷èñåë íà ïåðâîé è òðåòüåé

äîñêàõ ñîâïàäàþò.

11. Íàçîâ¼ì ëåñòíèöåé âûñîòû n ôèãóðó, ñîñòîÿùóþ èç êëåòîê êâàäðàòà

n × n, ëåæàùèõ íå âûøå äèàãîíàëè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
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ðàçáèòü ëåñòíèöó âûñîòû n íà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû

êîòîðûõ èäóò ïî ëèíèÿì ñåòêè, à ïëîùàäè ïîïàðíî ðàçëè÷íû?

12. Äàíû äâå òàáëèöû A è B ðàçìåðà m × n. Â êàæäîé êëåòêå êàæäîé

òàáëèöû çàïèñàíî îäíî èç ÷èñåë 0 èëè 1, ïðè÷¼ì â ñòðîêàõ òàáëèö

÷èñëà íå óáûâàþò ñëåâà íàïðàâî, è â ñòîëáöàõ òàáëèö ÷èñëà íå óáû-

âàþò ñâåðõó âíèç. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì k = 1,m ñóììà ÷èñåë â

âåðõíèõ k ñòðîêàõ òàáëèöû A íå ìåíüøå ñóììû ÷èñåë â âåðõíèõ k
ñòðîêàõ òàáëèöû B, à òàêæå, ÷òî âñåãî â òàáëèöå A ñòîëüêî æå åäè-

íèö, ñêîëüêî â òàáëèöå B. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì ℓ = 1, n ñóììà

÷èñåë â ëåâûõ ℓ ñòîëáöàõ òàáëèöû A íå áîëüøå ñóììû ÷èñåë â ëåâûõ

ℓ ñòîëáöàõ òàáëèöû B.
13. ×èñëî A äåëèòñÿ íà 1, 2, 3, . . . , 9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2A ïðåäñòàâëåíî

â âèäå ñóììû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 10, òî ìîæíî âûáðàòü

íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ ñ ñóììîé A.
14. Ðàçáèåíèå n = x1 + . . .+ xm íàçîâ¼ì ñîâåðøåííûì, åñëè êàæäîå ÷èñ-

ëî îò 1 äî n îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ xi.
Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîâåðøåííûõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n ðàâíî êî-

ëè÷åñòâó ðàçëîæåíèé ÷èñëà n+ 1 íà ìíîæèòåëè, á�îëüøèå åäèíèöû.
15. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ ìîãóò ïî-

âòîðÿòüñÿ òîëüêî íå÷¼òíûå ÷àñòè, ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé, â êî-

òîðûõ íåò ÷àñòåé, âñòðå÷àþùèõñÿ áîëüøå òð¼õ ðàç.

16. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé n íà íå áîëåå ÷åì m ÷àñòåé ðàâ-

íî êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé n+ m(m+1)
2 íà m ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé.

Ôîðìóëà êðþêîâ

Äèàãðàììà Þíãà, ñîñòîÿùàÿ èç n êëåòîê è çàïîëíåííàÿ ÷èñëàìè îò

1 äî n òàê, ÷òî ÷èñëà âîçðàñòàþò ïðè äâèæåíèè ñëåâà íàïðàâî è ñâåð-

õó âíèç, íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé Þíãà. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðåâðàòèòü

äèàãðàììóÞíãà â òàáëèöó � å¼ êîëè÷åñòâî çàïîëíåíèé.Êðþê êëåò-

êè � ýòî îíà ñàìà, à òàêæå êëåòêè, ðàñïîëîæåííûå ñïðàâà îò íåå, è êëåò-

êè, ðàñïîëîæåííûå ñíèçó. Äëèíà êðþêà � ýòî êîëè÷åñòâî åãî êëåòîê.

17. Ïóñòü äèàãðàììà Þíãà ñàìà ÿâëÿåòñÿ êðþêîì. Ñêîëüêî ó íå¼ åñòü

çàïîëíåíèé?

18. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî çàïîëíåíèé äèàãðàììû�ïðÿìîóãîëüíèêà 2× n.
19. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé àíòèñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí g(x, y) èìååò

âèä g(x, y) = (x − y)h(x, y) äëÿ íåêîòîðîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî-

÷ëåíà h(x, y).
20. Äîêàæèòå ôîðìóëó Êðþêîâ: êîëè÷åñòâî çàïîëíåíèé äèàãðàììû

ðàâíî ôàêòîðèàëó êîëè÷åñòâà åå êëåòîê, äåëåííîìó íà ïðîèçâåäåíèå

äëèí âñåõ å¼ êðþêîâ.


